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Problema 1. Sean a,, as, ..., a; enteros positivos. Determine todos los enteros positivos n tales
que
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Nota: {z} denota la parte fraccionaria de z.

tome el maximo valor posible.

Solucién. Sean —1 =a;q; +1r, con g >0y 0 <r, <a —1.Sin—1< zx < n, entonces
¢ < na.l < X <2 < g+ 1. Esto implica que [ J =gq; v asi
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Notamos que la igualdad se da si y solo si r; = a; — 1, es decir, si y solo si a; divide a n. Luego

[{r}=1(-")

Consecuentemente, tenemos que
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Aplicando el cambio de variable y = n — x en la integral derecha obtenemos que
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El lado derecho no depende de n y con esto concluimos que este es el mayor valor posible que toma
la integral. La igualdad se da cuando a; divide a n para todo 1 <1 < k, es decir, cuando n es un
miultiplo comun de aq,as, ..., a.




Problema 2. En R", considere k vectores ay, . .., a; y defina la sucesiéon vy, vy, vs, . .. con vy = 0,
mediante la relacion v, = v,_1 + na, para n > 1 (los indices para a,, se consideran modulo k).
Demuestre que si el conjunto {v,/n},>1 es acotado, entonces el conjunto de limites de subsucesiones
de la sucesion {v,/n},>1 es finito.

Nota: Se dice que un conjunto en R es acotado si el conjunto de sus magnitudes es acotado.

Soluciéon. Empezamos calculando explicitamente la subsucesion vy, vor, Vs, . . .:
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Con lo anterior deducimos que
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SiS=a;+---+a, # 0, entonces por la desigualdad triangular tenemos que
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lo cual implicaria que la sucesién no es acotada al tomar m grande. Por lo tanto, debemos tener
que S =0y asi Vg, = m(ay + 2ag + - -+ + kag). Ahora, si 1 < s < k, entonces

Vkmas = m(ar + 2a2 + - -+ + kag) + (km + 1)ay + - - - + (km + s)as,
con lo cual obtenemos que
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lo que nos permite deducir que
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Es decir, para todo 1 < s < k, la sucesion v, vgys, Uogrs, - - - tiene un limite. Con esto concluimos
que el conjunto de puntos limite tiene a lo sumo k elementos.

Problema 3. Para a,b,c € Ry n = 2,3,4 se define A, = A,(a,b,c) como el area (positiva) del
triangulo con vértices (a, a™), (b, b"), (¢, ™). Determine el menor valor de la constante C' de manera
que se cumpla la desigualdad C' Ay A4 > A2 para cualesquiera nimeros reales a, b, c.

Solucioén. Sea (z — a)(z — b)(z — ¢) = 2* — P2* + Qv — R y sea
a a" 1

A,=det | b b 1],
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de manera que A, = |A,|. Dado que a,b, ¢ satisfacen la ecuacion "3 = Pz"*? — Qz"! + Ra",
deducimos que

a Pa"*? — Qa4+ Ra™ 1
Apig=det | b Pa""? —Qa"" 4+ Ra™ 1| = PA,.9 — QA1 + RA,.
¢ Pa""? — Qa™! + Ra™ 1

Vamos a usar esta relacion para calcular As y A4. Notando que Ay = A = 0, obtenemos que
1&3 22]31&2, Ay = }nﬁ3 _‘(2132 ::(})2__(Q)Zx2

Es conocido (o facil verificar) que Ay = (b — a)(c — a)(c — b), lo cual implica que Ay # 0 si a, b, ¢
son distintos. Por lo tanto, la desigualdad C A; A4 > A2 es equivalente a

C|P?* - Q| > P?
para a, b, ¢ distintos. Como P = a+b+cy ) = ab+ac+bc, la desigualdad anterior es equivalente a
Cla* +b* + +ab+ac+be| > (a+b+c)*

Tomando (a,b,¢) = (1,1 +¢,1—¢), con € # 0, y haciendo € — 0 obtenemos que C' > 2. Vamos
a demostrar que este valor en efecto cumple la desigualdad. Después de unas manipulaciones
algebraicas podemos reescribir la expresion como

;(a2+b2+02+ab+ac+bc)2(a—l—b—l—c)2<:>a2+62+022ab—|—ac—|—bc
< (a—b2+(b—c)+(c—a)*>0,

y asi concluye la prueba.

Problema 4. Sea n un entero positivo y sean 1 < --- < x, numeros reales distintos. Demuestre
que para todo 1 < k < ny todo x € [xy, 1] se cumple que
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Solucion 1. Sea p(z) = J —— "J  Observamos que p(z) es un polinomio de
p que p p
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grado a lo sumo n — 1 tal que p(x;) =0 para j ¢ {k,k+ 1} y p(z;) = 1 para j € {k,k+ 1}.

Suponemos primero que 1 < k <n—1. Sea I = [zg, Tx11] ¥ J = [Tk—1, Tr12] (de forma que I C J).
Por el teorema de Rolle y las igualdades anteriores sabemos que p’ tiene al menos una raiz en cada
uno de los intervalos (z;,x;41) excepto posiblemente para j € {k — 1,k + 1}. Esto da n — 4 raices
de p’ fuera del intervalo J (y al menos una en el interior de I).

Sea z* € [ el punto en que p alcanza su minimo en I y supongamos que p(z*) < 1; de esta
forma z* ¢ {xp,xp1} v asi deducimos que p'(z*) = 0. Sean y* € [rp_1,2%] v 2* € [2%, Tp42]
los puntos en que p alcanza su maximo en los respectivos intervalos. Como p(y*) > p(xx) = 1y
p(z*) > p(zk41) = 1, entonces los maximos no se alcanzan en los extremos de los intervalos y por



lo tanto se debe cumplir que p'(y*) = p'(z*) = 0. De esta forma p’ tiene n — 4 raices fuera de J y
tres raices (z*,y*, z*) en su interior, lo cual es una contradiccion ya que p’ tiene grado a lo sumo
n — 2. Con esto concluimos que p(x) > 1 en I, como querfamos probar.

Finalmente, el razonamiento es analogo para los casos k € {1,n—1}. Por ejemplo, en el caso k = 1
consideramos los intervalos I = [z, x9] y J = [z1,23]. Si 2* € I es como antes y p(z*) < 1, entonces
al considerar el maximo de p en [z*, x3] deducimos que existe z* € [z*, x3] tal que p'(2*) = 0. Esto
implica que p’ tiene dos raices en J y n — 3 raices en el exterior de J (por cada uno de los intervalos
(xj,z;41) para 3 < j < n — 1), con lo cual deducimos la misma contradiccién que en el caso
anterior.

Solucién 2. Damos una demostracion alternativa para el caso 1 < k£ < n—1. Recordemos que, por
el teorema de Rolle, p/(z) tiene al menos n—4 raices fuera de J y al menos una raiz z* en el interior
de I (no es necesario que z* sea el minimo como en la soluciéon anterior). Vamos a demostrar el
siguiente resultado.

Lema. Se cumple que p'(xx) > 0y que p/(xxq) <0

Prueba. Por el teorema del valor medio existen puntos y € (xx_1,x) v 2 € (T41, Trt2) tales que

p(Tk) — P(Z—1 1 P(Trr2) — P(Trt1 -1
P(y) = (=) ( ): >0 y plz)= (Tk+2) ( +): < 0.
Ty — Tk—1 Ty — Tk—1 Tp42 — Tk41 Tit+2 — Tk41

Supongamos que p'(zx) < 0. Dado que p'(zx) < 0 < p/(y), por el teorema del valor intermedio
existe y* € (y,xy) tal que p/'(y*) = 0. Esto da que las n — 2 raices de p’ corresponden a las n — 4
raices fuera de J, z* € I y y* € J \ I; en particular, todas las raices de p’ son simples y p'(x)
cambia de signo al pasar por ellas. Vemos que p’ tiene tnicamente dos raices (y* < z*) en J, las
cuales dividen al intervalo J en los subintervalos J; = (z-1,9%), J2 = (y*,2%), J3 = (", Tp42), ¥
P’ tiene signo constante en cada uno de ellos. Como p’ es negativo en Jy (pues xp € Jy), entonces
debe ser positivo en J3, lo cual es una contradiccion porque z € (41, Tpi2) C J3. Esto demuestra
que p'(xy) > 0; la prueba de p'(z41) < 0 es analoga. O

Para concluir, observamos que el punto critico z* divide a I en dos subintervalos I} = (zy, z*),
I, = (2%, x41). Con base en el lema, tenemos dos casos por considerar: p'(x;) > 0 > p/(xg41) 0
P (z) = 0 (el caso p/(xg41) = 0 es anélogo). En el primer caso, deducimos que p’ debe tener una
cantidad impar de raices (contadas con multiplicidad) en I. Sin embargo, como hay n — 4 raices
fuera de J y p’ es de grado a lo sumo n — 2, entonces p’ solo puede tener una raiz en I (la cual es
z*). Con esto obtenemos que p'(z) > 0 en I; y p'(z) <0 en I,. Esto implica que p es creciente en
I, y decreciente en Is, lo que demuestra que p(z) > 1 en [.

En el segundo caso, tenemos que las n — 2 raices de p’ corresponden a las n — 4 raices fuera de J y
a rg, x* € I; en particular, todas las raices de p’ son simples y p/(x) cambia de signo al pasar por
ellas. Como p(zy41) # 0 (pues p’ no tiene maés raices), entonces p/(zx11) < 0, lo cual implica que
P (z) <0 en I,. Como p' cambia de signo al pasar por sus raices, deducimos que p'(z) > 0 en Iy,
y asi podemos concluir como en el caso anterior.



Problema 5. Dado un entero positivo n, sea L, la suma de las longitudes de los intervalos

solucion de la ecuacion |22] +n? = 2|nz|. Demuestre que el limite lim L, existe y determine su
n—o0

valor.

Solucién. En primer lugar, observamos que cualquier solucion de la ecuacion cumple |nz| >0y
x > 0. Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuaciéon consiste en la uniéon, sobre los enteros posi-
tivos k, de las soluciones del sistema de ecuaciones |nx| = ky |2%| = 2k —n?, o equivalentemente
de las desigualdades

k E+1

—<r<—— vy 2k —n? < a? <2k —n?+1.
n n

Empezamos notando que las desigualdades anteriores implican que

2
—2§x2<2k—n2+1=>k:2—2kn2+n4<n2:>(k:—n2)2<n2:>\k'—n2]<n,
n

es decir, el rango de posibles valores es n? —n < k < n?+n. Conversamente, es sencillo comprobar
que si k pertenece a este rango, entonces % <2k —n? +1 (la igualdad se da si k = n? +n).

k:2

En relacién con los limites inferiores de las desigualdades podemos observar que 2k — n? < 3 por

la desigualdad MA-MG. Asimismo, con los limites superiores notamos que

(k+1)*

2k —n’ +1 < ——;

=n?<n! =2k + P+ 2%k +1le=n*—k<(n®—k)?’+k+1
n

Esta tltima desigualdad es valida en vista que k > 0 y de la desigualdad m < m? para todo entero
m (tomando m = n — k?). Con esto hemos deducido que las ecuaciones |nz| =k y |2%] = 2k —n?
tienen solucién si y solo si n? —n < k < n? +n, en cuyo caso el conjunto solucién es el intervalo

[£,V2k —n? +1). Por lo tanto,

n24+n—1 k
L, = Vok —nZ41——.
Z ne + .

k=n2—n+1

Tomando k = n? + m, podemos reescribir lo anterior como

n

—1 n—1
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Observamos que n — 1 < vn?+2m+1 < n+ 1, con lo cual los denominadores satisfacen la

aproximacion
m
vn?+2m+14+n+—=2n+0(1).
n

Ademas, los numeradores son positivos y la suma de ellos satisface la aproximacion

n—1 2
m 2n 4n
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con lo cual concluimos que lim L, = =
n—oo



Problema 6. Considere una sucesién de enteros positivos a; < as < --- que satisface que
para todo primo p existe N tal que p divide a a,, para todo n > N. Sea P(x) un polinomio con
coeficientes enteros y de grado al menos 2. Dado un entero n, sea C(n) la cantidad de enteros
m € [1,n] tales que no existen enteros positivos j,k que cumplan la ecuacion m = P(j) — ay.
Demuestre que existen M > 0y ¢ > 0, tales que C'(n) > cn para todo n > M.

Solucién. Empezamos demostrando el siguiente resultado.
Lema. Existe un primo p y un entero a tal que la ecuacion P(z) = a mdd p no tiene soluciones.

Prueba. Como P(x) tiene coeficientes enteros, entonces P(x + pk) = P(z) mdd p para todo entero
x. Por lo tanto, para demostrar el lema es suficiente encontrar un primo p tal que dos elementos de
S(p) = {P(0),P(1),...,P(p—1)} sean congruentes (modulo p), resultando asi en que el conjunto
S(p) no es un sistema completo de residuos. Sea Q(z) = P(x + 1) — P(x). Como P tiene grado
al menos 2, entonces () es un polinomio de grado al menos 1, y por lo tanto no es un polinomio
constante. Esto implica que existe algiin primo p tal que la ecuacion Q(z) = 0 mdd p tiene solucion,
y por lo tanto la ecuacion P(x + 1) = P(z) méd p tiene solucion. Con esto concluimos que S(p)
tiene al menos dos elementos congruentes, como queriamos probar. O

Sean p y a como en el lema, con 1 < a < p; en adelante todas las congruencias seran tomadas
modulo p. Decimos que un entero positivo m es representable si existen enteros positivos j, k que
cumplan la ecuacion m = P(j) — ax. Vamos a demostrar que si n es grande y C'(n) es la cantidad
de enteros congruentes a a en [1,n] que no son representables, entonces C (n) > cn; claramente
esto implica el resultado, pues C(n) > C(n). Para hacer esto, estimaremos la cantidad de posibles
pares (j, k) que pueden resolver la ecuacion m = P(j) — ax cuando m =a 'y m € [1,n].

Sea P(x) = cqz®+ -+ 12 + ¢o. Si cq < 0 el resultado es claro, por lo que en adelante suponemos
que ¢g > 0. En vista de que existe K = K(p) tal que a, =0sin > Ky que P(z) # a, la existencia
de solucion para la ecuacion m = P(j) — ax y la congruencia m = a implican que k < K. Ahora
estimaremos la cantidad de posibles valores de j. Como ¢; > 0, se cumple que existe J tal que si
j > J, entonces P(j) > %cdjd. Por lo tanto,

j* < caj? < 2P(5) = 2(m + ay) < 2(n + ak),

donde usamos que m € [1,n] y ax < ax para la dltima desigualdad. Si tomamos n tal que
n > 2ag, entonces podemos estimar 2(n + ax) < 3n. Esto implica que j < max{J, {'73_71}, con
lo cual concluimos que la cantidad de posibles pares (j,k) es a lo sumo K - max{J, v/3n}. Es
decir, si n > max{2ag, J?/3}, entonces la cantidad de enteros congruentes a a en [1,n] que son
representables es a lo sumo K v/3n.

Recordemos que denotamos por C (n) a la cantidad de enteros congruentes a a en [1,n| que no son
representables. Con base en lo anterior, si n > méax{2ax, J¢/3}, entonces obtenemos

C(n) > V—“J —K%Z%—l—[(\d/%.

B p

1 . n .
Esta tdltima expresion se puede acotar por 35 bara n grande, y asi concluye la prueba.



Problema 7. Sea Z; el cuerpo de dos elementos y sea B una base del espacio vectorial Z%, con
B disjunta de la base canonica. Demuestre que existe un subconjunto B’ C B, con al menos n/3
elementos, tal que ninguno de los vectores de la base candnica se puede expresar como suma de
algunos elementos de B’.

Solucién. Sea B = {vy, vy, ..., v,}. Escribimos cada vector de la base canonica con respecto a la
n

base B como e; = Z ¢; ;vj. Consideramos el conjunto C'(i) = {v; € B : ¢;; # 0}, es decir, C(i) es
j=1

el conjunto de los vectores de la base B que aparecen al representar e; con respecto a la base B.

Observamos que como B es disjunta de la base canonica, entonces se cumple que |C(7)| > 2.

Sea £ ={C(1),C(2),...,C(n)} y considere el hipergrafo H = (B, E) (no necesariamente unifor-
me), cuyos vértices son los elementos de B y sus aristas son los conjuntos C(i). De esta manera, el
problema es equivalente a encontrar un subconjunto independiente en H, es decir, un subconjunto
de H que no contenga aristas.

A continuacion mostramos como transformar H en un grafo G. Para cada C(i) con méas de dos ele-
mentos, reemplazamos C(7) por un subconjunto (arbitrario) D(i) con exactamente dos elementos.
Si F={D(1),D(2),...,D(n)}, entonces el conjunto G = (B, F'), cuyos vértices son los elementos
de By cuyas aristas son los conjuntos D(i), es un grafo. Notamos que un conjunto independiente
en G es también un conjunto independiente en H.

Recordamos que la desigualdad de Caro-Wei establece que si a(G) es el tamano del mayor conjunto
1
independiente de G, entonces se cumple que «o(G) > Z ———— donde d(v) es el grado de v en
= d(v)+1
G. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y observando que G tiene n vértices y a lo sumo n
aristas, podemos concluir que
2 2 2

- n on N
- dv)+1 = > cgdlw)+n  2|F|4+n = 2n+n

n
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